
Sistemes difusos

III. Sistemes basats en el coneixement
3. Sistemes basats en regles
3.3. Sistemes difusos
-Definició dels conjunts difusos i operacions
-Construcció d’un sistema difús
-Aplicació d’una regla i d’un conjunt de regles
-Regles conjuntives i regles disjuntives
-Aspectes pràctics



Sistemes de regles

• Si <premissa> llavors <condició>
• Exemple:

• Entrada: 
– l’error (ti-T)
– l’increment de l’error (ti-T)-(ti-1-T)=(ti-ti-1)

• Sortida: variable de control



Sistemes de regles

• Fa falta definir els termes 
– Molt-positiu (per l’error i l’increment de l’error) 
– Poc-negativa (per la variable de control)

• Per saber si es pot aplicar la regla



Conjunts difusos.

Definició i operacions



Conjunts difusos: definició

• Generalitzen els conjunts nítids
– Les operacions pels conjunts difusos 

generalitzen les dels conjunts nítids
• Representacions dels conjunts nítids:

– funció característica χA: D → {0,1}



Conjunts difusos: definició

• Exemple de funció característica: Zero



Conjunts difusos: definició

• Exemple de funció característica: Zero
– χZero(1)=1
– χZero(1.001)=0

• Hi ha una transició brusca
→ Els conjunts difusos permeten una transició

suau
→ Funció de pertinença: μA: D → [0,1]



Conjunts difusos: definició

• Exemple.  “Aproximadament zero”
 μZ(x) = 1 / (1+x2)

– μZ(0)=1, μZ(0.5)=0.8, μZ(1)=1/(1+1)=0.5



Conjunts difusos: definició

• Alt:                                        μAlt(1.79)=0.9



Conjunts difusos: definició



Conjunts difusos: operacions

• Operacions sobre conjunts difusos
– Complementació (¬A)
– Unió (A ∪ B)
– Intersecció (A ∩ B)

• Han de generalitzar les operacions 
corresponents per conjunts nítids



Conjunts difusos: complementació

• Quan μA(x)=1  aleshores μno-A(x)=0
• Quan μA(x)=0  aleshores μno-A(x)=1
• Podem formalitzar-ho:

μno-A(x)=N(μA(x))
• Amb N(0)=1, N(1)=0



Conjunts difusos: complementació

• Condicions sobre la funció N: [0,1]→[0,1]
– Monotonia: si a≤b aleshores N(a)≥N(b)

• Exemple: Alba 1.72, Blanca 1.75, per tant 
a=μAlt(Alba)=0.2<b=μAlt(Blanca)=0.5 

→ N(a)=μNo-Alt(Alba) > N(b)=μNo-Alt(Blanca)

– Involució: N(N(a))=a
– Condicions de contorn: N(0)=1, N(1)=0



Conjunts difusos: complementació

• Exemples                                    N(a)=1-a

• Complementació



Conjunts difusos: unió

• Unió de dos conjunts representats μA, μB
– μA∪B(x)= S(μA(x), μB(x))

• μA, μB són valors en [0,1]
• Per tant, S: [0,1] x [0,1] → [0,1]
• S(0,0)=0, S(1,0)=S(0,1)=S(1,1)=1



Conjunts difusos: unió

• Propietats de la t-conorma S
– Commutativitat: S(a,b)=S(b,a)
– Associativitat: S(a, S(b,c))=S(S(a,b),c)
– Monotonia: si a≤c, b≤d aleshores S(a,b)≤S(c,d)
– Element neutre: S(a,0)=a

• perquè
– A ∪ B = B ∪ A 
– A ∪ B ∪ C = (A ∪ (B ∪ C)) = (A ∪ B) ∪ C
– A ∪ ∅= A



Conjunt difusos: unió

• Exemples de t-conormes

• Funció de pertinença de μAlt∪μNo-Alt



Conjunts difusos: intersecció

• Intersecció de μA, μB
– μA∩B(x)= T(μA(x), μB(x))

• μA, μB són valors en [0,1]
• Per tant, T: [0,1] x [0,1] → [0,1]
• T(0,0)=T(1,0)=T(0,1)=0, T(1,1)=1



Conjunts difusos: intersecció

• Propietats de la t-norma T
– Commutativitat: T(a,b)=T(b,a)
– Associativitat: T(a, T(b,c))=T(T(a,b),c)
– Monotonia: si a≤c, b≤d aleshores T(a,b)≤T(c,d)
– Element neutre: T(a,1)=a

• perquè
– A ∩ B = B ∩ A 
– A ∩ B ∩ C = (A ∩ (B ∩ C)) = (A ∩ B) ∩ C
– A ∩ X = A



Conjunts difusos: intersecció

• Exemples de t-normes

• Funció de pertinença de μAlt∩μNo-Alt :



Sistema difús.

construcció



Construcció d’un sistema difús

• Domini d’aplicació • Partició irregular



Construcció d’un sistema difús

• Domini d’aplicació • Partició regular



Construcció d’un sistema difús

• Per a les particions regulars, 
→ regles de la forma:



Construcció d’un sistema difús

• Variable lingüística
– Informalment, pren com a valors mots en 

llenguatge natural (p. e. fred, calent) que 
s’interpreten després mitjançant conjunts 
difusos



Construcció d’un sistema difús

• Variable lingüística: <X, LX, UX,SX>
– X: Nom de la variable lingüística 

• (edat, alçada, temperatura)

– LX: Els valors lingüístics que pot prendre la variable 
• Ltemperatura={fred, tebi, calent}

– UX:Univers de discurs on pren valors la variable
• Utemperatura=[-50,50], subconjunt dels Reals

– SX: funció semàntica que interpreta cada terme
• Stemperatura: assigna a calent temperatures > 40 graus



Construcció d’un sistema difús 

• Exemple: conjunts difusos associats als 
termes fred, tebi, calent



Construcció d’un sistema difús

• Per definir les funcions de pertinença
→Particions difuses

• Partició difusa: generalització de la nítida



Construcció d’un sistema difús 

• Exemple: és una partició difusa perquè
μfred(x)+μtebi(x)+μcalent(x) = 1



Construcció d’un sistema difús

• Selecció de les variables i construcció de 
les regles
– Variables d’entrada
– Variables de sortida
– Components de les variables (<X, LX, UX,SX>)
– Definició de les regles



Construcció d’un sistema difús

• Exemple. 
– Variables d’entrada

• error i increment de l’error:  ε, Δε

– Variable de sortida
• variable de control: vc

– Components de les variables:
• Lε={Molt-positiu (MP), Positiu (P), Zero (Z), Negatiu (N), Molt-

Negatiu (MN)}
• LΔε={Molt-negatiu (MN-Δ), Bastant-negatiu (BN), Quasi-Zero

(QZ), Bastant-Positiu(BP), Molt-positiu (MP-Δ)}
• Lvc={..., Gairebé-Zero (GZ), Poc-negativa (PN), ...}



Construcció d’un sistema difús

– Components de les variables (continuació)



Construcció d’un sistema difús

– Definició de les regles

→ són 5 x 5 = 25 regles



Construcció d’un sistema difús



Construcció d’un sistema difús

→ forma tabular, pel cas de 2 entrades



Construcció d’un sistema difús

– La taula representa

– I també les regles
•



Sistema difús.

Aplicació d’una regla i d’un 
conjunt de regles

Cas Mamdani



Aplicació d’una regla

• Grau de satisfacció de l’antecedent
– Grau en que la regla s’activarà
– Es calcula mirant la pertinença dels valors de 

les variables als conjunts difusos

• En un instant concret, Xi és xi, la certesa 
de les expressions “Xi és ti,j” és μi,j(xi)
– Calculem per a la regla anterior:



Aplicació d’una regla

• Grau de satisfacció de l’antecedent
– Com que els “Xi és ti,j” estan units amb 

conjuncions, 
→ combinem els μi,j(xi) amb una t-norma:



• Exemple. Considerem la regla

amb ε=3, Δε=8.5:

Aplicació d’una regla



Aplicació d’una regla

obtenim 
μMP(ε=3)=(3-2.5)/(5-2.5)=0.2
μMP-Δ(Δε=8.5)=(8.5-7.5)/(10-7.5)=0.4,

que combinem fent,  
T(μMP(3), μMP-Δ(8.5))=min(0.2,0.4)=0.2 

gràficament



Aplicació d’una regla

• Propagació
– Si l’antecedent es compleix completament

→ La conclusió no es modifica
– Si l’antecedent no es compleix ...

→ La conclusió si es modifica



Aplicació d’una regla

• Propagació
μ‘(x) = min (α, μ(x))

• Quan 
α = Τ(μ1,a(x1), μ2,b(x2), ..., μn,z(xn)) 



Aplicació d’una regla

• Exemple. Propagació (teníem α = 0.2) 
sobre la funció de pertinença

• Obtenint la funció de pertinença truncada



Aplicació d’una regla

• Gràficament

• Tot el procés



Aplicació a un conjunt de regles

• Apliquem cada regla per separat
• Fem la unió de les conclusions



Aplicació d’un conjunt de regles

• Exemple. Considerem les regles



Aplicació d’un conjunt de regles

• Grau de satisfacció dels antecedents

• ... Propagació al consegüent (gràficament)



Aplicació d’un conjunt de regles



Aplicació d’un conjunt de regles 

• Nitidificació
– Transformació del conjunt difús en un valor

• Un dels mètodes: centre de masses

• Exemple. 
– Resultat de la nitidificació = -1.56



Sistema difús.

Sistemes amb regles conjuntives i 
amb regles disjuntives. Les 

implicacions



Regles disjuntives vs. conjuntives

• Funció característica de 
la regla: 
– si X és en l’interval [1,2] 

llavors Y és 2

• Interpretació conjuntiva



Regles disjuntives vs. conjuntives

• Funció característica de 
la regla: 
– si X és en l’interval [1,2] 

llavors Y és 2

• Interpretació disjuntiva



Regles disjuntives vs. conjuntives

• Interpretació conjuntiva
– si X és en l’interval [2,3] 

llavors Y és 3

• Interpretació disjuntiva
– si X és en l’interval [2,3] 

llavors Y és 3



Regles disjuntives vs. conjuntives

• Interpretació de les 
relacions conjuntives

• Interpretació de les 
relacions disjuntives



Regles disjuntives vs. conjuntives

• Construcció de la relació d’una regla 
Si X és A llavors Y es B

– A partir de μA(x) i μB(y) construïm μR(x,y) 
• Disjuntives: a partir d’una conjunció, 

– μR(x,y) = min(μA(x), μB(y)), o una altra t-norma T
• Conjuntives: a partir d’una implicació

– μR(x,y) = I(μA(x), μB(y))

• Propagació (per una regla)
– A partir d’un estat μA’ i una regla μR(x,y): μB’(y) = μA’ ° μR
– Quan μA’ és un nombre x0, això és, μA’ (x)=1 si i només si x=x0,

• Disjuntives:
 μB’(y) = sup x∈X min (μR(x,y), μA’(x)) = T(μA(x0), μB(y))
• Conjuntives:
 μB’(y) = sup x∈X min (μR(x,y), μA’(x)) = I(μA(x0), μB(y)) 



Regles disjuntives vs. conjuntives

• En general, donat un estat i unes regles podem fer: 
– (D1) Regles disjuntives, primer composició de l’estat amb cada 

regla i combinant després les conclusions
– (D2) Regles disjuntives, primer unir les regles i després 

composant-hi l’estat 
– (C1) Regles conjuntives, primer composició de l’estat amb cada 

regla i combinant les conclusions
– (C2) Regles conjuntives, primer fer la intersecció de les regles i 

després composar-hi l’estat
• Es pot demostrar que:

– D1 i D2 són equivalents, C1 i C2 no i, que de fet, es satisfà
C2  ⊆ C1 ⊆ D2 = D1 

• Computacionalment, C1 i D1 són més senzills



Sistema difús.

Aspectes pràctics



Aspectes pràctics
• La construcció d’un sistema difús necessita definir les regles, 

concretar t-normes, t-conormes, ....
• Algunes indicacions

– La t-norma producte acostuma a donar resultats més acurats que el 
mínim

– La utilització de funcions paramètriques (com les famílies de Yager) 
permet aplicar tècniques d’aprenentatge

– Sovint es fan servir funcions de pertinença triangular. Una alternativa és 
emprar B-splines per construir les funcions de pertinença

– Si no es volen discontinuïtats en la sortida, les funcions de pertinença 
de termes lingüístics contigus han de tenir intersecció no nul·la

– Els sistemes amb regles disjuntives són més utilitzats que els de regles 
conjuntives

– És més fàcil d’implementar els sistemes que primer apliquen les regles i 
després combinen les conclusions, que els que primer combinen les 
regles i després les apliquen. 



Aspectes pràctics

• Algunes indicacions (continuació)
– Quan les amplades de dues funcions de 

pertinença contigües són iguals (a i b, a la 
figura), la sortida canvia suament d’un valor a 
l’altre. 



Aspectes pràctics

• Donades N variables, si es consideren L 
termes, necessitem LN regles. 
– Exemple: en el nostre cas 52 regles

• Una alternativa: sistemes jeràrquics
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