Sistemes difusos

lll. Sistemes basats en el coneixement

3. Sistemes basats en regles

3.3. Sistemes difusos

-Definicié dels conjunts difusos i operacions
-Construcci6 d’'un sistema difus

-Aplicacio d’'una regla i d’'un conjunt de regles
-Regles conjuntives i regles disjuntives
-Aspectes practics



Sistemes de regles

Si <premissa> llavors <condicio>
Exemple:

si & s Molt-positiu 1 As és Molt-positiu

llavors la variable de control ha de ser Poc-negativa

Entrada:
— l'error (t-T)
— I'increment de l'error (t-T)-(t._,-T)=(t-t.,)

Sortida: variable de control



Sistemes de regles

» Fa falta definir els termes
— Molt-positiu (per I'error i 'increment de I'error)
— Poc-negativa (per la variable de control)

* Per saber si es pot aplicar la regla



Conjunts difusos.

Definicio | operacions



Conjunts difusos: definicio

* Generalitzen els conjunts nitids

— Les operacions pels conjunts difusos
generalitzen les dels conjunts nitids

* Representacions dels conjunts nitids:
— funcio caracteristica y,: D — {0,1}



Conjunts difusos: definicio

 Exemple de funcio caracteristica: Zero

1 sixe[-1, 1]

0 six e [—1, 1]




Conjunts difusos: definicio

 Exemple de funcio caracteristica: Zero
_ XZero(/ )=1
_ XZero(’ .001 )=O

* Hi ha una transicio brusca

— Els conjunts difusos permeten una transicio
suau

— Funcio de pertinencga: p,: D — [0,1]




Conjunts difusos: definicio

 Exemple. “"Aproximadament zero”
uz(x) =1/ (1+x?)
— 1u,(0)=1, u,(0.5)=0.8, u,(1)=1/(1+1)=0.5




Conjunts difusos: definicio

. Alt: uar(1.79)=0.9
!"{] si x < 1,70m
HalelX) = : (x—1,70)7(1,80-1,70) 1 1.70m=x=1,80m
| L si 1,80m < x

i ..

1,70 1,80 Metres



Conjunts difusos: definicio

Example 1: Let the set of all liquids be the universe of objects, and let fuzzy subset L =
[all potable (="suitable for drinking”) liquids}. Suppose vou had been in the desert for a
week without drink and vou came upon two bottles, A and B, marked as membership (A
e L)=0.91 and probability (B = L)=0.91.

Confronted with this pair of bottles and given that vou must drink from the one that
vou choose, which would yveu choose to drink from first? Most readers familiar with the
basic ideas of fuzzv sets, when presented with this experiment, immediately see that
while A could contain, say, swamp water it would not (discounting the possibility of a
Machiavellian fuzzy modeler) contain liquids as hvdrochloric acid. That is, a imembership
of 0.91 means that the contents of A are “fairly similar” to pertectly potable liquids (pure
water). On the other hand, the probability that B is potable is = 0.91 means that over a
long run of experiments, the contents of B are expected to be potable about 921% of the
trials; and the other 997 In these cases the contents will be unsavorv (indeed, possibly
deadly) = about one chance in ten. Thus most subjects will opt tor a chance to drink
swamp water, and will choose bottle A.

J.C. Bezdek (1993). “Editorial: Fuzzy Models - What Are They, and Why?". IEEE Transac-
tions on Fuzzy Systems (vol. 1, nuam. 1, pag. 1 - 6).



Conjunts difusos: operacions

« Operacions sobre conjunts difusos
— Complementacio (7A)
— Unié (A U B)
— Interseccio (A N B)

 Han de generalitzar les operacions
corresponents per conjunts nitids



Conjunts difusos: complementacio

. Bl sixe[-1,1]
XMm 7l X) = <
no-Z 0 sixe[-1,1]

Quan p,(x)=1 aleshores p, . A(X)
Quan p,(x)=0 aleshores p., A(X)=
Podem formalitzar-ho:

Hno-a(X)=N(pa(X))
Amb N(0)=1, N(1)=0

0
1




Conjunts difusos: complementacio

« Condicions sobre la funcio N: [0,1]—[0,1]

— Monotonia: si asb aleshores N(a)=N(b)

 Exemple: Alba 1.72, Blanca 1.75, per tant
a=p,(Alba)=0.2<b=p,(Blanca)=0.5
- N(a)=uyoar(Alba) > N(b)=p, ax(Blanca)
— Involucio: N(N(a))=a

— Condicions de contorn: N(0)=1, N(1)=0



Conjunts difusos: complementacio

 Exemples N(a)=1-a
L)y Ny (a) =(1-a) / (1+ra) per a qualsevol i =>-1 (tamilia de Sugeno)
2) N, (a) = (L-a™)HW per a qualseveol w =0 (familia de Yager)

 Complementacio

A

1,70 1,80 Metres




Conjunts difusos: unio

Unid de dos conjunts representats L, g

— Haus(X)= S(Ha(X), png(x))
Wa, Ug SON valors en [0,1]

Per tant, S: [0,1] x [0,1] — [0,1]
S(0,0)=0, S(1,0)=S(0,1)=S(1,1)=1



Conjunts difusos: unio

* Propietats de la t-conorma S
— Commutativitat: S(a,b)=S(b,a)
— Associativitat: S(a, S(b,c))=S(S(a,b),c)
— Monotonia: si a<c, b<d aleshores S(a,b)<S(c,d)
— Element neutre: S(a,0)=a
e perque
-—-AuB=BUA
-—-AuvuBuUC=AuBuUC)=(AuB)uC
- AU d=A



Conjunt difusos: unio

 Exemples de t-conormes

1) S(a, b) = min (1, (a"+b™)'™) per w0 (familia de Yager)
2) S(a, by = max (a, b) (maxim)
3)S(a,b)=a+b-ab (suma algebraica)
4)S5(a,b)=min (1, a + b) (suma fitada)

* Funcio de pertinenga de i\ Jno s

-

1,79 1.75 1,80 Metres



Conjunts difusos: interseccio

Interseccio de p,, ug

— Ha~s(X)= T(a(X), 1g(Xx))
Wa, Ug SON valors en [0,1]

Per tant, T: [0,1] x [0,1] — [0,1]
T(0,0)=T(1,0)=T(0,1)=0, T(1,1)=1



Conjunts difusos: interseccio

 Propietats de la t-norma T
— Commutativitat: T(a,b)=T(b,a)
— Associativitat: T(a, T(b,c))=T(T(a,b),c)
— Monotonia: si asc, b<d aleshores T(a,b)<T(c,d)
— Element neutre: T(a,1)=a

e perque
-—-AnB=BnA
—-AnNnBNnC=(AnBnNnC)=(AnB)nC
-~-ANnX=A



Conjunts difusos: interseccio

 Exemples de t-normes

1) T(a, b) = 1-min (1, [(1-a)"+(1-D)*1"") per w=0 (familia de Yager)

2) T(a, b) = min (a, b) (minim)
3) T(a, b) = ab (producte algebraic)
4)Tia,b)=max (0, a +b-1) (diferencia fitada)

* Funcio de pertinenca de pa M Unooat -

&

e

0.5 . e
| } =




Sistema difus.

construccio



Construccio d’'un sistema difus

* Domini d’aplicacio » Particio irregular




Construccio d’'un sistema difus

* Domini d’'aplicacio  Particio regular
o |
__F__:__l___l__l__
__L__I\_-_/fc?_l__
I I
0 A __:_(- AiBJ E
el
e el e It enmnlilles. o
I = Ar | | | | | > A
0 B

sigés Ai As és B llavors



Construccio d’'un sistema difus

* Per a les particions regulars,
— regles de la forma:

si e h i G BL i X e 0 1K &l llavons Y sty



Construccio d’'un sistema difus

* Variable linguistica
— Informalment, pren com a valors mots en
llenguatge natural (p. e. fred, calent) que
s'interpreten desprées mitjancant conjunts
difusos

“Linguistic variable: a variable whose values are words or sentences in a natural or artifi-

cial language.”

L.A. Zadeh (1975). “The concept of a linguistic variable and its application to approxi-
mate reasoning”. Information Science (num. §, pag. 199-249 1 301-357).



Construccio d’'un sistema difus

* Variable linguistica: <X, Ly, Uy,Sy>
— X: Nom de la variable linguistica
 (edat, alcada, temperatura)
— Ly: Els valors linguistics que pot prendre la variable
* Liemperatura={fred, tebi, calent}
— Uy:Univers de discurs on pren valors la variable

* Utemperatura

— Sy: funcié semantica que interpreta cada terme
« S . assigna a calent temperatures > 40 graus

temperatura*

=[-50,50], subconjunt dels Reals



Construccio d’'un sistema difus

« Exemple: conjunts difusos associats als
termes fred, tebi, calent

A

l"l"ﬂ'-bd I'I'I:l'.-l:l-l J"L-:llcnt

30 55 40



Construccio d’'un sistema difus

* Per definir les funcions de pertinenca
—Particions difuses

 Particio difusa: generalitzacio de la nitida

Un conjunt p={uy, ..., n,} de conjunts difusos defineix una particio di-

fusa de I'univers de discurs D, quan %;_; , w;(x)=1 peratotx € D.



Construccio d’'un sistema difus

 Exemple: és una particio difusa perque

“fred(x)-i'“tebi(x)+ucalent(x) =1

A

l"l"ﬂ'-bd I'I'I:l'.-l:l-l J"L-:llcnt

30 55 40



Construccio d’'un sistema difus

» Seleccio de les variables | construccio de
les regles
— Variables d’entrada
— Variables de sortida
— Components de les variables (<X, Ly, Uy,Sy>)
— Definicio de les regles

si X ;65h i 0, 1 X080 0 1K 65 llaversYos by



Construccio d’'un sistema difus

 Exemple.

— Variables d’entrada
e error i increment de l'error: ¢, Ag

— Variable de sortida
e variable de control: vc

— Components de les variables:
 L_={Molt-positiu (MP), Positiu (P), Zero (Z), Negatiu (N), Molt-
Negatiu (MN)}
 L,.={Molt-negatiu (MN-A), Bastant-negatiu (BN), Quasi-Zero
(QZ), Bastant-Positiu(BP), Molt-positiu (MP-A)}
* L,={..., Gairebé-Zero (GZ), Poc-negativa (PN), ...}



Construccio d’'un sistema difus

— Components de les variables (continuacio)




Construccio d’'un sistema difus

— Definicio de les regles

si ¢ €s Molt-positiu i Ae és Molt-positiu llavors vc és Poc-negativa

— s0n 5 x 5 = 25 regles

si £ és Molt-positiu i As és Molt-negatiu llavors ...

si € és Molt-positiu i As és Bastant-negatiu llavors ...

si £ és Molt-positiu i As és Quasi-zero llavors ...

si € s Molt-positiu i As és Bastant-positiu llavors ...

si € s Molt-positiu i As és Molt-positiu llavors vc és Poc-negativa
si € es Positiu i As és Molt-negatiu llavors ...

si £ és Positiu i As és Bastant-negatiu llavors ...

si £ es Positiu i As és Quasi-zero llavors ...

si € es Positiu i Ae és Bastant-positiu llavors ...



Construccio d’'un sistema difus

si € és Positiu i A és Molt-positiu llavors ...

si € és Zero i As és Molt-negatiu llavors ...

si £ és Zero i Ac és Bastant-negatiu llavors ...

si € és Zero i As és Quasi-zero llavors ...

si € és Zero i As és Bastant-positiu llavors ...

Si € és Zero i As és Molt-positiu 1lavors ...

si € s Negatiu i As és Molt-negatiu llavors ...

si € s Negatiu i As és Bastant-negatiu llavors ...

si € s Negatiu i Ag és Quasi-zero llavors ...

si € és Negatiu i Ae és Bastant-positiu llavors ...

si € s Negatiu i Ag és Molt-positiu llavors ...

si € és Molt-negatiu i As és Molt-negatiu llavors ...
si £ es Molt-negatiu i As és Bastant-negatiu llavors ...
si € és Molt-negatiu i As és Quasi-zero llavors ...

si € es Molt-negatiu i As és Bastant-positiu llavors ...

si £ s Molt-negatiu i As és Molt-positiu llavors ...



Construccio d’'un sistema difus

— forma tabular, pel cas de 2 entrades

g M Agp

MM-A

BN

Qz

EF

MP-A

MFP

P

P

I1

oL

PN

MM




Construccio d’'un sistema difus

— La taula representa

si ¢ €s Molt-positiu i Ae és Molt-positiu llavors vc és Poc-negativa

— | tambe les regles

si £ es Molt-positiu (MP) i Ae es Molt-positiu (MP-A)
llavors vc és Poc-negativa (PN)

si £ es Positiu (P) i Ae és Molt-positiu (MP-A)
llavors vc es Poc-negativa (PN)

si € és Molt-positiu (MP) i Ae és Bastant-positiu (BP)
llavors vc es Poc-negativa (PN)

si £ es Positiu (P) i Az és Bastant-positiu (BP)

llavors vc és Gairebe-zero (GZ)



Sistema difus.

Aplicacio d'una regla i d'un
conjunt de regles
Cas Mamdani



Aplicacio d'una regla

 Grau de satisfaccio de I'antecedent
— Grau en que la regla s’activara

— Es calcula mirant la pertinenca dels valors de
les variables als conjunts difusos

siXjésth i XpesthpiXzestg 11X est,  lavorsY és iy,
* En un instant concret, X. és x, la certesa
de les expressions “X; es t;;” es p; (X))
— Calculem per a la regla anterior:

Wy al Xyl Mz pl X2 ) M3 A X3). . My 21X )



Aplicacio d'una regla

 Grau de satisfaccio de I'antecedent

— Com que els "X es t;;” estan units amb
conjuncions,

— combinem els p;;(x;) amb una t-norma:

Ty (X ) (X2 g A X)X ))



Aplicacio d'una regla

 Exemple. Considerem la regla

Sicés MP i Ae és MP-A 1llavors vc és PN
amb ¢=3, Ae=8.5:

0

six=2,5
WvelX)= A e

| (x-2,5)/(5-2,5) $i25<X

[0 six<7,5

bpalX) = 1 — .
HMP-a | (x-7,5)/(10-7,5) si 7,5 <X



Aplicacio d'una regla

obtenim
ue(6=3)=(3-2.5)/(5-2.5)=0.2
typa(A€=8.5)=(8.5-7.5)/(10-7.5)=0.4,
gque combinem fent,
T(uyp(3), typ1(8.5))=min(0.2,0.4)=0.2

graficament
[ : He i | HMP-& min
// 0,4 // 0,4
. . .//-r . . . : :/: l . D,;
2.5 : 5 75 : 10

e=3 Ae =85



Aplicacio d'una regla

* Propagacio
— Si I'antecedent es compleix completament
— La conclusié no es modifica
— Si 'antecedent no es compleix ...
— La conclusio si es modifica



Aplicacio d'una regla

* Propagacio
p(x) = min (o, p(x))
* Quan

o = T(py o(X4), Hop(X2)s -es M 2(X5))



Aplicacio d'una regla

 Exemple. Propagacio (teniem o = 0.2)
sobre la funcio de pertinenca

0 si X < -5
( J (X+35)/(-1+5) si-5=x=-1
L X) = -
N 1.1-(X+l}f[0+l} si-1l=x=0
0 si0=x

* Obtenint |la funcio de pertinenca truncada

0 51 X < -5

(X+5)/(-1+5) si -5 =x=-4,2
iw(x)=:0,2 si—-4,2<x=-0,2

1-(x+1)/(0+1) si-0,2=x=0

0 si0=x




Aplicacio d'una regla

 Graficament

il

p2.t

-

I I I I | | I
-5 4 %1 - ¥

 Tot el procés

1+ I ol 1+ I = 4 14+ s
| I
1 1
: 0.4 ! 0,4 /
I r "
0,2+ o A 0,2
— : i t t

i/:. 0,2 - @




Aplicacio a un conjunt de regles

* Apliguem cada regla per separat
 Fem la unio de les conclusions



Aplicacio d'un conjunt de regles

 Exemple. Considerem les regles

R1. Si € &s MP i Az és MP-A llavors vc és PN
R2. Si g és P i As és MP-A llavors vc és PN
R3. Si g &s MP i Az és BP llavors vc és PN
R4. Sie és Pi Az és BP llavors vc és GZ



Aplicacio d'un conjunt de regles

 Grau de satisfaccio dels antecedents

Satisfaccio de I'antecedent de les regles R1, R2, R3 i R4.

Regles £ és A Ae és B iﬁiieszzcd{gﬁt
R1. Sie és MP i Az és MP-A llavors ve és PN 0,2 0,4 0,2
R2. Sie és Pi Az és MP-A llavors vc és PN 0,8 0,4 0,4
R3. Sie és MP i Az és BP llavors vc és PN 0,2 0,6 0,2
R4. Sie és Pi Az és BP llavors vc és GZ 0,8 0,6 0,6

* ... Propagacio al conseguent (graficament)



Aplicacio d'un conjunt de regles

e 14 e = A min 4

157 e
: \

0,2

F‘MP:}/ 0’3“ /\

1+ MMP 3 p’BP ie
: : 0,2
' t — s \h t ?/‘. t t t \ >
' 0 75 10 -5 -1 0 1
\ B /\
\ [ S\
0 7,5 10 5 a0
As=85




Aplicacio d'un conjunt de regles

 Nitidificacio
— Transformacio del conjunt difus en un valor
 Un dels metodes: centre de masses

T—'I £ D“':X):kx
E.‘c‘ = DM(-X}

 Exemple.
— Resultat de la nitidificacido = -1.56



Sistema difus.

Sistemes amb regles conjuntives |
amb regles disjuntives. Les
implicacions



Regles disjuntives vs. conjuntives

* Funci6 caracteristica de  Interpretacié conjuntiva
la regla:

— si X és en linterval [1,2]
llavors Y és 2

e e



Regles disjuntives vs. conjuntives

* Funci6 caracteristica de  Interpretacio disjuntiva
la regla:

— si X és en linterval [1,2]
llavors Y eés 2

wJ
|
|
w
|
|

e e



Regles disjuntives vs. conjuntives

 Interpretacio conjuntiva » Interpretacio disjuntiva
— si X és en l'interval [2,3] — si X és en l'interval [2,3]
llavors Y eés 3 llavors Y eés 3




Regles disjuntives vs. conjuntives

* Interpretacio de les  Interpretacio de les
relacions conjuntives relacions disjuntives

N [ |
T



Regles disjuntives vs. conjuntives

« Construccio de la relacio d’'una regla
SiXésAllavors Y es B
— A partir de p,(x) i pg(y) construim pg(X,y)
 Disjuntives: a partir d'una conjuncio,
—  ur(Xy) = min(ua(x), pug(y)), o una altra t-norma T
« Conjuntives: a partir d’'una implicacio
= HR(KY) = 1(1a(X), pa(y))
* Propagacio (per una regla)
— A partir d'un estat p,. i una regla pg(X,y): pg(y) = ma © Ug
— Quan p, €s un nombre X,, aixo €s, u, (X)=1 sii nomes si x=x,
« Disjuntives:

g (Y) = sup ,ox Min (ur(X,Y), ta (X)) = T(ra(Xo), Ha(Y))
» Conjuntives:

g (y) = sup ,ox min (ur(X,Y), a (X)) = 1(ua(Xo), ug(y))



Regles disjuntives vs. conjuntives

* En general, donat un estat i unes regles podem fer:

— (D1) Regles disjuntives, primer composicio de I'estat amb cada
regla i combinant després les conclusions

— (D2) Regles disjuntives, primer unir les regles i després
composant-hi I'estat

— (C1) Regles conjuntives, primer composicio de I'estat amb cada
regla i combinant les conclusions

— (C2) Regles conjuntives, primer fer la interseccio de les regles i
després composar-hi I'estat

« Es pot demostrar que:

— D11 D2 s6n equivalents, C1i C2 no i, que de fet, es satisfa
C2 <cC1c<D2=D1

 Computacionalment, C1 i D1 son més senzills



Sistema difus.

Aspectes practics



Aspectes practics

« La construccio d’'un sistema difus necessita definir les regles,
concretar t-normes, t-conormes, ....

» Algunes indicacions

La t-norma producte acostuma a donar resultats més acurats que el
minim

La utilitzacio de funcions paramétriques (com les families de Yager)
permet aplicar tecniques d’aprenentatge

Sovint es fan servir funcions de pertinenga triangular. Una alternativa és
emprar B-splines per construir les funcions de pertinenca

Si no es volen discontinuitats en la sortida, les funcions de pertinenga
de termes linguistics contigus han de tenir interseccio no nul-la

Els sistemes amb regles disjuntives son mes utilitzats que els de regles
conjuntives

Es més facil d’implementar els sistemes que primer apliquen les regles i
despres combinen les conclusions, que els que primer combinen les
regles i després les apliquen.



Aspectes practics

* Algunes indicacions (continuacio)

— Quan les amplades de dues funcions de
pertinenca contigues soniguals (ai b, ala
figura), la sortida canvia suament d’'un valor a
I'altre. )




Aspectes practics

 Donades N variables, si es consideren L
termes, necessitem LN regles.

— Exemple: en el nostre cas 52 regles
* Una alternativa: sistemes jerarquics

X1

SD1
YSD1

X2
SD2
X3 YSD2

SD3

X4
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